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关于凸体覆盖的 Hadwiger猜想

吴森林， 王 丹， 庞海婧
( 哈尔滨理工大学 应用科学学院，黑龙江 哈尔滨 150080)

摘 要:针对 Hadwiger猜想这一凸和离散几何中持续了近 60 年的著名难题，回顾了这一猜想
的提出，它的若干等价形式，以及前人在尝试解决这一猜想的过程中取得的阶段性进展． 介绍了
该猜想相关的若干研究问题及相应结果． 结果表明: 一方面，Hadwiger 猜想仍是一个远未解决的
公开难题; 另一方面，围绕着 Hadwiger猜想及其相关问题还有大量亟待完成的基础性研究工作。
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Abstract: The origin，equivalent forms，and existing partial results concerning Hadwiger’s covering conjec-
ture，which is a famous open problem that has lasted for nearly 60 years from convex and discrete geometry，are re-
viewed． Ｒelated research problems and corresponding results are also presented． It is shown that，on the one hand，
Hadwiger’s conjecture is still a very hard open problem，and，on the other hand，there are a lot of fundamental re-
searches to be done concerning this conjecture and problems related to it．
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0 预备知识

关于凸体覆盖的 Hadwiger 猜想 ( 下文中简称
为 H －猜想) 是提出于上个世纪 50 年代的属于凸和
离散几何领域的一个著名的公开难题． 本文简要地
回顾 H －猜想的起源，综述前人在尝试攻克这一难
题的过程中所取得的阶段性成果，特别是近 5 年来
关于 H －猜想的一些新进展，并介绍与之相关的若
干问题．
对 Ｒn 中互异的两点 x和 y，我们称

［x，y］: = { λx + ( 1 － λ) y: λ∈［0，1］}
为连接 x和 y的线段; 称

＜ x，y ＞ : = { λx + ( 1 － λ) y: λ∈Ｒ}
为过 x和 y的直线; 称

［x，y ＞ : = { x + λ( y － x) : λ≥0}
为从 x出发过 y的射线．
对 Ｒn 的任一子集 A，我们分别用 intA，bdA 和

clA 表示 K 的内部，边界和闭包． 若 λ ＞ 0 且 x∈
Ｒn，我们称集合

λA + x: = { λy + x: y∈A}
为 A的一个位似集．特别的，若 K，λA + x 称为 A 的
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一个小位似集; 若 λ = 1，λA + x 称为 A的一个平移．

设 A1，…，AmＲn ． 若 A∪
m

i = 1
Ai，则我们称 A1，…，Am

是 A的一个覆盖．若对 A中任意两个互异点 x 和 y，
［x，y］A总成立，则我们称 A 是一个凸集． 若一个
凸集 A 还是一个含内点的紧集，则我们称 A 是一个
凸体．下文中我们用 K 表示一个凸体，用 Kn 表示

Ｒn 中所有凸体构成的集合． 该集合在 Hausdorff 距
离 dH ( ·，·) 下构成一个距离空间，其中，对任意
的 K1，K2Kn，dH ( K1，K2 ) : = max{ sup

x∈K1
inf
y∈K2

d ( x，y) ，

sup
y∈K2

inf
x∈K1

d( x，y) } ．凸体 K 的一个位似集称为 K 的一

个位似体; K的一个小位似集称为一个小位似体．
1955 年，F． W． Levi 是首位考虑用 K 的内部的
平移去覆盖 K的数学家，参见文［2］和文［3］． 我们
用 c( K) 表示覆盖凸体 K 所需的 intK 的平移的最小
个数．在文［3］中，Levi 证明: 对任一非平行四边形
的平面凸体 K，c( K) ≤3．在同一篇文章中 Levi 还未
假证明地指出如下两个事实:

1) 对任一 K∈Kn，c( K) ≥n + 1;
2) 对任一光滑凸体 K∈Kn，

c( K) = n + 1．
同时，容易验证: 若 K∈Kn 是一个仿立方体( 亦即 n
维单位立方体在一个非奇异的仿射变换下的像) ，

那么 c( K) = 2n ． 鉴于上述事实，H． Hadwiger 在［4］
中提出了如下猜想:

H －猜想: 对任一 K∈Kn，c( K) ≤2n，且 c( K) =
2n 当且仅当 K是一个仿立方体时成立．
尽管大批数学家如 K． Bezdek，V． Boltyanski，I．

Gohberg，P． Soltan，V． Soltan，M． Lassak，H． Martini，
O． Schramm，B． Weissbach和宗传明围绕着 H －猜想
做了许多重要的工作，且该猜想被多篇综述与多本

专著( 文［5］－［10］) 反复提及，H －猜想在 Ｒ3 中就

已经是一个远未解决的公开问题．毫无疑问，该猜想
的彻底解决仍需要更多新的思想以及长期和艰苦的

工作．

1 H －猜想的若干等价形式

在考虑如何用覆盖一个 Banach 空间的单位球
所需要的半径小于 1 的球的最小个数去定义该空间
的维数时，I． Gohberg 和 A． Markus［11］考虑了用凸
体 K 的小位似体去覆盖 K 所需的小位似体的最小
数目 a( K) ．

1962年 P． Soltan［12］证明，对任一 K∈Kn，a( K) =

c( K) ．于是我们得到 H －猜想的第一个等价形式，即
对任一非仿立方体的 K∈Kn，存在覆盖 K 的 2n

－ 1 个 K的小位似体．
1988 年 M． Lassak［13］指出 c ( K) 等于覆盖 bdK
所需的 K的小位似体的最小数目( 然而 Lassak 并未
给出具体的证明) ． 因此 H －猜想还有如下等价形
式，即

对任一非仿立方体的 K∈Kn，存在覆盖 bdK 的
2n － 1 个 K的小位似体．

H －猜想的另外两个等价形式源于在 1960 年
分别由 V． Boltyanski 和 H． Hadwiger 提出的 bdK 的
两类照亮问题．
设 x是 bdK中一点，d是一个方向( 亦即一个非

零向量) ． 若存在一个正实数 λ，使得 x + λd∈intK，
则我们称 x 可以被 d 方向照亮． V． Boltyanski3［14］证
明，照亮整个 bdK所需方向的最小个数 b( K) 等于
a( K) ．如前所述，

b( K) = a( K) = c( K) ．
因此 H －猜想还等价于
对任一非仿立方体的 K∈Kn，存在能照亮 bdK

的 2n － 1 个方向．
若 x∈bdK，pK，［p，x ＞∩intK≠Φ

且

［p，x］∩intK =Φ，
则我们称 K的外点 p可以照亮 x．

V． N． Vizitei［15］在 1961 年证明，照亮 bdK 所需
的 K的外点的最小数目 h( K) 等于 b( K) ．于是

c( K) = a( K) = b( K) = h( K) ，
并且 H －猜想等价于
对任一非仿立方体的 K∈Kn，存在可以照亮

bdK的 K的 2n － 1 个外点．
H －猜想的另一等价形式与凸体 K 的对偶体

K* 的表面结构有关．在本节的剩余部分我们认为原
点 o∈intK，此时

K* : = { z∈Ｒn : ＜ z，x ＞≤1，x∈K} ，
其中 ＜ z，x ＞表示 z与 x的内积．
若 K* 的一个子集恰好为 K* 与 K* 的某个支撑

超平面的交集，则这个子集称为 K* 的一个暴露面．
由 K． Bezdek［16］中的结果我们可以得到 H －猜

想的如下等价形式:

对任一非仿立方体的 K∈Kn，存在 2n － 1 个超
平面构成的集合 H，使得 K* 的任一暴露面与 o 均可
被 H中的某个超平面严格分离．
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2 如何解决 H －猜想

目前看来，尝试解决 H －猜想有两种途径．其一
是直接估计 c( K) 的上界． 其二是通过研究 K 的其
它数量特征来实现对 c( K) 的间接估计．
2. 1 对 c( K) 上界的直接估计
2. 1. 1 c( K) 的一般上界

c( K) 的一个一般上界是由 M． Lassak［13］在 1988
年得到的，他证明了如下不等式:

c( K) ≤( n + 1) nn － 1 － ( n － 1) ( n － 2) n － 1 ．
通过估计覆盖密度( 详细定义参见文［10］中的

第 9 节) ，C． A． Ｒogers和宗传明给出了如下上界

c( K) ≤Vol( D( K) )
Vol( K) ( nlogn + nloglogn + 5n)

其中 D( K) = K － K，Vol( K) 表示 K 的体积． 再由不
等式

2n≤Vol( D( K) )
Vol( K) ≤

2n( )n
( 1)

我们有

c( K) ≤
2n( )n
( nlogn + nloglogn + 5n) ．

特别的，I． Papadoperakis［17］证明了 c( K) ≤16 对任一
K∈K3 成立．
2. 1. 2 特殊凸体 c( K) 值的上界
如前所述，对任一光滑的凸体 K∈Kn，c( K) =

n +1． Boltyanski［14］在 1960年证明，若 K的不光滑点
的数目不超过 n，则 c( K) 仍然等于 n + 1．特别的，若
一个 3维凸体 K至多有 4个不光滑点，那么 c( K) =4．
等宽凸体 c( K) 值的上界得到了较多的关注．若

一个凸体 K 的任意的两个支撑超平面之间的距离
是一个固定常数 ω，我们称 K 是一个等宽体，称 ω
为 K 的宽度． 1981 年 B． Weissbach［18］证明，若一个
宽度为 ω的等宽体外切球的半径 γ满足

γ≤ω n
( 2n + 1槡 )

n
( 2n － 2槡 )

则 c( K) ≤n + 1． 1988 年，O． Schramm［19］证明，对一
个等宽体 K∈Kn，

c( K) ≤5 槡n n ( 4 + logn) ( )3
2

n
2
．

当 n≥16 时，该不等式可推出 c( K) ≤2n ． 2012 年 K．
Bezdek［20］对一类更广泛的凸体得到了类似的估计．
1990年，B． Weissbach［21］证明，对一个等宽体 K∈Kn，

c( K) ≤ 槡4 2 n
槡n nlog(槡2 nlogn) +

1
2 log( 48n( )) logn

logn － 2．

M． Lassak［22］和 B． Weissbach［23］分别证明，c( K) ≤6
对任一 K∈K3 成立． 对于 3 维的情形，K． Bezdek［8］

在 2010 年提出了如下猜想，即
c( K) = 4 对任一 3 维等宽体成立．
当 K∈Kn 中心对称时，式( 1 ) 中左端的等号成

立，因此

c( K) ≤2n ( nlogn + nloglogn + 5n) ．
M． Lassak［24］在 1984 年对 H －猜想的 3 维情形

得到了一个实质性的进展． 他证明了 c( K) ≤8 对任
一中心对称的 K∈K3 成立．在同一篇文章中他提出
了如下问题: 任一非仿立方体且中心对称的 K∈Kn

的边界是否均可由 2n － 1 － 1 对相对的方向照亮? 特
别的，任一非仿立方体且中心对称的 3 维凸体的边
界是否均可由 3 对相对的方向照亮? 考虑这类问题
时我们将会用到投影边界的定义． 设 K∈Kn，u 是
一个方向．我们称
SbdK ( u) : = { z∈bdK: z + ＜ － u，u ＞∩intK =Φ}
为 K在 u方向上的投影边界．容易验证，

SbdK ( u) = SbdK ( － u) ．
令

ICK ( u) = { z∈bdK: u可以照亮 z} ．
显然的，K不能被一对相对的方向 u 和 － u 照亮的
部分恰好为

SbdK ( u) = SbdK ( － u) ．
接下来我们称

SbdK ( u) ∩cl( ICK ( u) )
为 SbdK ( u) 的下沿，称

SbdK ( u) ∩cl( ICK ( － u) )
为 SbdK ( u) 的上沿．

B． V． Dekster［25］在 1994 年证明: 若存在方向 u
使得 SbdK ( u) 的上沿( 或下沿) 中所有的点均是 bdK
的光滑点，则 c( K) = n + 1． 在另一篇文章中，B． V．
Dekster［26］证明，任一关于某个平面对称的 3 维凸
体 K均满足 c( K) ≤8．
前人对带形体，带状体和带体的 c( K) 值的上界

给出了比较优良的估计．
若一个凸体可以表示为有限条线段的和，则我

们称该凸体一个带形体( zonotope) ; 若一个凸体是
一列带形体在 Hausdorff距离下的极限，则我们称该
凸体是一个带状体( zonoid) ．为了给出带体的定义，
我们需要引入一些额外的定义． 设 x∈bdK，H 是 K
在 x点处的一个支撑超平面，我们称由 H 确定且包
含 K的闭半空间为 K在 x 点处的一个支撑半空间，
称 K在 x点处的支撑半空间的交集为 K在 x点处的
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支撑锥．我们称一条从 x 出发的与 intK 不相交且含
于 K在 x点处的支撑锥的射线为 K在 x点处的一条
切射线． 设 u∈Ｒn 是一个方向． 若对 K 的任一条平
行于 ＜ － u，u ＞的支撑直线 L及任一点 x∈L∩K，由
x和 L所确定的两条射线之一是 K 在 x 点处的一条
切射线，则我们称 u 是一个带向量( belt vector) ． 记
H( K) 为 K在光滑的边界点处的单位外法向的全体
构成的集合．若对任意的 q∈cl( H) 及任意的 ε ＞ 0，
总存在线性无关的 K的带向量 u1，…，un － 1使得它们

张成的超平面的某个单位法向量 p满足‖p － q‖ ＜
ε．在文［27］和［28］中，V． Boltyanski 和 P． Soltan 证
明，不等式 c( K) ≤3·2n － 2对任一异于仿立方体的

带体 K∈Kn 成立．
文［5］和［29］证明，上述不等式对任一异于仿

立方体的 n维带体也成立． 值得一提的是 n 维带体
的全体在空间 Kn 中是稠密的．
对一个凸体 K 的 Helly 维数 him( K) 是满足如

下条件的最小正整数 h: 若 F是一个含至少 h + 2 个
K的平移的集系，且 F中任一 h + 1 个集合的交集均
非空，则 F中所有集合的交集非空． 由 Helly 定理，
1≤him( K) ≤n．于是 K的 Helly 维数很自然地将 Kn

中的凸体分为了 n 类． 而且，B． Szkefalvi － Nagy［30］

在 1954 年证明，him ( K) = 1 当且仅当 K 是一个仿
立方体． V． Boltyanski［14］证明，若 him( K) = 2，则

c( K) ≤2n － 2n － 2 ．
他还提出了如下问题: 若

him( K) =m≥2，
不等式

c( K) ≤2n － 2n － m

是否成立?

中心对称凸体 c( K) 值的上界还可以由 K 的遮
挡数( blocking number) β ( K) 来控制，其中 β ( K) 指
的是与 K 相切并能阻止任一其它平移体与 K 接触
的互不相交的平移体的最小数目． 在文［32］中，宗
传明证明了对于 Ｒn 中任意中心对称的凸体 K 都有
c( K) ≤β( K) ．
一般来讲，β( K) 的取值不容易计算，但是前人

证明了如下事实:

1) 若 K是一个 n维仿立方体，则 β( K) = 2n ．
2) 若 K是 3 维空间中的单位球，则 β( K) = 6．
3) 若 K是 4 维空间中的单位球，则 β( K) = 9．
4) 若 K是正八面体，则 β( K) = 6．
在文［10］中，宗传明提出了下面的猜想: 对于

任一 n维凸体 K，都有

2n≤β( K) ≤2n ;

右端的等式当且仅当 K为一个仿立方体时成立．
我们用 c( K) 的两个性质来结束本小节，其一是

c( K) 的上半连续性: 对于 Ｒn 中任一凸体 K1，都存在

一个实数 δ ＞ 0，满足 ρ( K1，K2 ) ＜ δ，则有
c( K2 ) ≤c( K1 ) ．

这一性质是 H －猜想如此困难的重要原因之一．
其二是，若 Ｒn 中凸体 K是两个凸集 K1 和 K2 的

向量和，即 K = K1 + K2，且 K1 是一个凸体，则有

c( K) ≤c( K1 ) ．
2. 2 估计 c( K) 上界的间接方法
为了给出本节中 H －猜想的又一等价形式，我

们需要定义一个新的泛函．在此之前，首先令 An 是

Ｒn 空间中所有非奇异仿射变换构成的集合，对任意

两个 n维凸体 K1 和 K2，它们之间的 Banach － Mazur
距离 dBM ( K1，K2 ) 定义为

dBM ( K1，K2 ) = logmin{ γ≥1: K1T( K2 ) γK1 + x，
x∈Ｒn，T∈An} ．

γm ( K) ( 参见文［32］和［33］) 是使得凸体 K 能
够被 m个 γK的平移所覆盖的最小正实数 γ．令

Γ( n，m) = max
K∈Kn
{ γm ( K) }

且

γ( n，m) = min
K∈Kn
{ γm ( K) } ．

γm ( K) ，Γ( n，m) 和 γ( n，m) 有下列性质:
1) 当 m≤n时，有 γm ( K) = 1．
2) γm ( K) ≥γm + 1 ( K) ．

3) γ( 2，3) = 2
3 ，γ( 2，4) =

1
2 ，γ( 2，5) =

1
2 ．

4) Γ( 2，3 ) = 1，Γ ( 2，4 ) =槡22 ，Γ ( 2，7 ) =
1
2 ，

Γ( 2，8) = 1
2 ．

根据前文的讨论容易验证 H －猜想等价于:
对任一非仿立方体的 K∈Kn，γ2n － 1 ( K) ＜ 1．
宗传明在文［32］中提出了有关 γm ( K) 的连续

性定理: 对于任意一对正整数 m，n，函数 γm ( K) 在
Kn 上都是一致连续的．
受宗传明的工作的启发，吴森林［34］引入了关于

内部含 o的凸体 K 的新的泛函，并得到了 H －猜想
的另外两个等价形式，即

若集合 C = { x1，…，xm} 满足

KC + intK．
则我们称 C是 K的一个 L －构图．
若存在正实数 γ使得 C满足
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KC + γK．
则我们称 C是 K的一个 γ －构图．
显然的，c( K) 等于 K 的 L －构图所含元素的最

小个数，它也等于 K 的 γ －构图( γ 为( 0，1 ) 之间的
任意值) 所含元素的最小个数．记

A( K，m) : =
{ γ ＞ 0: 存在含于 γ( bdK) 的 m元 L －构图} ，

γ( K，m) :
0， A( K，m) =Φ，
supA( K，m) ， A( K，m) ≠Φ{ ，

γ'( K，m ) : = inf { γ ＞ 0: 存在 η≥ 0 和含于
η( bdK) 的 m元 γ －构图．可以证明，在 γ' ( K，m) 的
定义中，“inf”可以用“min”来代替．
上述两个泛函具有如下基本性质:

1) 0≤γ( K，m) ≤σ( K) ．

2) max
1

n
槡m
，

1
1 + σ( K{ }) ≤γ'( K，m) ≤1．

3) γ( K，m) 关于 m不减，γ'( K，m) 关于 m不增．
其中

σ( K) : = min{ γ ＞ 0: － KγK} ．
吴森林［34］证明，下面的事实等价:

1) c( K) ≤m;
2) γ( K，m) ＞ 0;
3) γ'( K，m) ＜ 1．
因此我们可以得到 H －猜想的如下两个等价

形式:

1) γ( K，2n － 1) ＞ 0 对任一异于仿立方体的 K∈
Kn 成立．

2) γ'( K，2n － 1 ) ＜ 1 对任一异于仿立方体的 K
∈Kn 成立．
同时，吴森林［34］还讨论了 γ' ( K，m) 关于 K 的

稳定性，并证明了如下结论: 若

DKn，m∈N，m≥n + 1
满足:

1) 对任一 K'∈D，γ'( K' － CK'，m) ≤γ0，其中 CK'

为 K'的质心，γ0∈( 0，1) ;
2) 对任一 K∈Kn，存在 K＇∈D使得
β: = dBM ( K，K') 满足

min 1 － 1
( 1 + n) β － n

，( 1 + n) β － n{ }－1 ≤ 1
2 ( 1 － r0 ) ．

则 c( K) ≤m 对任一 K∈Kn 成立． 上述结论为攻克
H －猜想提供了一个方案．

3 一些相关问题

设 K，L∈Kn．我们用 f( K，L) 表示使得如下蕴含

关系成立的 λ的下确界:

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤，…，≤ 1，∑
i
λ i ≥ λ

存在 x1，x2，…使得 K∩
i
( λ iK + xi ) ．

M． Naszódi［35］证明了如下不等式

f( K，L) ≤2n
Vol L + K∩( － K)( )2
Vol( K∩( － K) )

并由此得到了 f( K，K) 上界的估计:

f( K，K) ≤
3n，K = － K，K∈Kn

6n，K∈K{ n

记 f( n) : = sup{ f( K，K) : K∈Kn} ．
关于 f ( 2 ) 的上界，L． Fejes Toth 提出了如下

猜想:

f( 2) ≤3．
目前关于 f ( 2 ) 的最好的上界是由 Januszews-

ki［36］在 2003 年给出的
f( 2) ≤6. 5．

对于 K∈Kn 还可以定义如下泛函

g( K) = inf ∑
i
λ i{ : K∪

i
λ iK +

xi0 ＜ λ i ＜ 1，xi ∈ Ｒ }n ．

令

g( n) : = inf{ g( K) : K∈Kn} ．
V． Soltan在 1990 年提出了如下猜想:
g( n) ≥n．
V． Soltan 和 V． Vsrhelyi［37］证明了 g ( 2 ) ≥2．

他们还证明了，若

K∪
n + 1

i = 1
λ iK + xi

则

∑
n+1

i = 1
λ i ≥ n．

M． Naszódi［35］在 2010 年证明了 g( n) 的下述渐
近估计:

lim
n→∞

g( n)
n = 1．

对任意两个凸体 K和 L，我们称
N( K，T) = min{ m: m∈N，x1，…，xm∈Ｒn

s． t． K∪
m

i = 1
( xi + T) }

为 K 关于 T 的覆盖数( covering number) ，参见
文［38］; 称

M( K，T) = max{ m: m∈N，x1，…，xm∈Ｒn

s． t． ( xi + T) ∩( xj + T) =Φ，i≠j}
为 K关于 T的分离数( separation number) ，参见
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文［38］．不难验证
N( K，T － T) ≤M( K，T) ≤N( K，T) ．

对任一 AＲn，令

χA ( x) =
1， x∈A
0， x{ A

设

S = { ( xi，ωi ) : xi∈K，ωi ＞ 0，i = 1，…，m}
是 m个有序对构成的集合．若

ω( x) : = ∑
m

i = 1
ωiχ ( T+xi) ( x) ≥ 1，x∈ K，

则我们称 S为 K关于 T的一个加权覆盖．称

ω( S) = ∑
m

i = 1
ωi

为 S的总权重．令 Nω ( K，T) 表示 K关于 T的加权覆
盖的总权重的下确界，并称之为 K 关于 T 的加权覆
盖数．类似的，若

ω( x) : = ∑
m

i = 1
ωiχ ( T+xi) ( x) ≤ 1，x∈ K，

则我们称 S是 K中的一个加权 T －分离集，并称

ω( S) = ∑
m

i = 1
ωi

为 S的总权重．令 Mω ( K，T) 表示 K 中加权 T －分离
集的总权重的上确界，并称之为 K 的加权 T － 分
离数．

S． Artstein-Avidan 和 O． Ｒaz［38］ 证明了下列
事实:

1) N( K，2T) ≤Nω ( K，T) ≤N( K，T) ．
2) Nω ( K，T) =Mω ( K，T) ．

3) Nω ( K，T) = lim
m→∞

m
N( Km，Tm槡 ) ．

其中对任意的 AＲn，m∈N，
Am = { ( x1，…，xm ) : xi∈A} ．

若 K∈Kn 关于 o 中心对称，我们记‖·‖K 为

由 K给出的范数．令
ill( K) = inf ∑

i
‖pi‖K : { pi} 可以照亮 bd{ }K ．

Bezdek［39］证明: ill( K) ≤6 对于任一关于 o对称
的 K∈K2 成立，其中等式当且仅当 K 是一个仿射正
六边形时成立．
文［40］和［41］中证明，对于 3 维立方体，正八

面体，正十二面体和正二十面体，ill( K) 的取值分别

为 8，6，槡4 5 + 2 和 12． T． Bang 在［42］中猜测: 任一
关于 o中心对称的 K∈K3 满足 ill( K) ≤12．
类似于 ill( K) ，K． J． Swanepoel［43］引入如下常数

cov( K) = {inf ∑
i

1
1 － λ i
: K∪

i
( λ iK + xi ) ，

0 ＜ λ i ＜ 1，x∈ Ｒ }n ．

Swanepoel证明，若 n≥2，则对于任一关于 o 对
称的凸体 K∈Kn，

ill( K) ≤2cov( K) ≤O( 2nn2 logn) ．
专著［8］中提出了如下问题:

ill( K) ≤O( 2n )

是否对任一关于 o中心对称的 K∈Kn 成立?

仍然假设 K是 o中心对称的凸体，令
vein( K) = inf ∑

i
‖pi‖K : K conv{ pi{ }} ，

其中 convA表示一个集合 A的凸包．
容易验证，对任一非奇异的线性变换 T，

vein( K) = vein( T( K) ) ．
显然 vein( K) ≤ill( K) ，且上式中的等号当且仅当 K
光滑时成立．

Bedzek在［44］中证明了下列事实:

1) n
3
2

2π槡 e
≤vein( Bn

2 ) ≤2n
3
2，其中 Bn

2 是 Ｒn 的单

位球．
2) 存在一个与 n( n≥2 ) 无关的常数 c ＞ 0 使得
不等式

n
3
2

2π槡 eovr( K)
≤vein( K) ≤cn

3
2 log( 2n)

对每一个关于 o中心对称的 K∈Kn 成立，其中

ovr( K) {= inf Vol( ε)
Vol( K) : ε是一个包含 K }的椭球 ．

文献［45］给出了 vein( K) 的一个下界 vein( K) ≥
2n．

4 结 语

正如［10］中所指出的，距离 Hadwiger 猜想的终
点还是遥遥无期．希望本文对这一问题及其发展现
状的介绍能让更多的人关注并对该问题的完全解决

做出贡献．同时，作者要感谢宗传明和 Horst Martini
两位教授，他们二人的引领使得我们可以进入这一

富有挑战并充满机遇的研究领域，与他们的深入讨

论也使我们受益匪浅．
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